Исследование эффекта упорядочения узлов в одномерном дискретно-стохастическом алгоритме построения адаптивных сеток by Войтишек, А. В. et al.
Èññëåäîâàíèå ýôôåêòà óïîðßäî÷åíèß óçëîâ
â îäíîìåðíîì äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêîì àëãîðèòìå
ïîñòðîåíèß àäàïòèâíûõ ñåòîê
Âîéòèøåê À.Â., Ìàëèöêàß Í.Ñ., Ñèäîðîâà Ò.Â.
Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ãåîôèçèêè ÑÎ ÐÀÍ,
Íîâîñèáèðñê; Ñèáèðñêèé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, Êðàñíîßðñê; vav@osmf.sscc.ru
Ââåäåíèå. Â îáçîðíîì äîêëàäå [1] äàííîé êîíôåðåíöèè îïèñàíû ñèòóàöèè
ýôôåêòèâíîãî ïðèìåíåíèß äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèõ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ, ñî-
÷åòàþùèõ â ñåáå ýëåìåíòû ñåòî÷íûõ ñõåì è ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî. Óïîìßíóòû, â
òîì ÷èñëå, ðàíäîìèçèðîâàííûå ñåòî÷íûå ìåòîäû, â ÷àñòíîñòè, àëãîðèòìû ïîñòðîå-
íèß àäàïòèâíûõ ñåòîê.
Ïðîáëåìà ðåàëèçàöèè àäàïòèâíûõ ñåòîê íà ñëîæíûõ ìíîãîìåðíûõ êîìïàêò-
íûõ îáëàñòßõ X ⊂ RdX ßâëßåòñß âåñüìà àêòóàëüíîé [24]. Èñïîëüçîâàíèå àäàïòèâíûõ
ñåòîê â çàäà÷àõ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèß ïîçâîëßåò ïîâûñèòü òî÷íîñòü ïðèáëèæåí-
íîãî ðåøåíèß çàäà÷è áåç ñóùåñòâåííîãî óâåëè÷åíèß ÷èñëà óçëîâ. ¾Ñãóùåíèß¿ óçëîâ
(ò. å. èõ ðàñïðåäåëåíèå ñîãëàñíî çàäàííîé ïëîòíîñòè f(x)) ÷àñòî òðåáóþòñß â ïîä-
îáëàñòßõ, ãäå ëèáî ñàìî ðåøåíèå, ëèáî åãî ãðàäèåíò ïðèíèìàþò áîëüøèå çíà÷åíèß.
Êðîìå òîãî, âàæíûå ïðèëîæåíèß àäàïòèâíûõ ñåòîê (òàêèå, êàê îáðàáîòêà èçîáðàæå-
íèé, âèçóàëèçàöèß äàííûõ è ò. ï.) ñâßçàíû ñ ó÷åòîì ñëîæíîé ãåîìåòðèè òðåõìåðíûõ
îáëàñòåé è èõ ïîâåðõíîñòåé.
Ñðåäè âñåõ âèäîâ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèß ñåòîê ìîæíî âûäåëèòü âàæíûé êëàññ,
â êîòîðîì àäàïòèâíûå ñåòêè ïîëó÷àþòñß â ðåçóëüòàòå îòîáðàæåíèß íåêîòîðîé ¾âû-
÷èñëèòåëüíîé¿ îáëàñòè Q ⊂ RkQ íà ¾ôèçè÷åñêóþ¿ îáëàñòü X. Ê óêàçàííîìó êëàññó
îòíîñßòñß: ìåòîä ýêâèðàñïðåäåëåíèß [2], ìåòîä Òîìïñîíà, ýëëèïòè÷åñêèå ìåòîäû è
äð. Ýòè ìåòîäû, à òàêæå àëãåáðàè÷åñêèå ìåòîäû è ìåòîä êîíôîðìíûõ îòîáðàæå-
íèé, òðåáóþò ðåøåíèß ñëîæíûõ ñèñòåì íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè (ïðè ýòîì ïðèõîäèòñß íàêëàäûâàòü äîâîëüíî æåñòêèå
óñëîâèß ãëàäêîñòè íà ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå óñëîâèß, à òàêæå íà ñïîñîáû çàäà-
íèß îáëàñòè)  ñì. ñîîòâåòñòâóþùèé îáçîð â ðàáîòå [3]. Ïðè ïðèìåíåíèè ðàçíîñòíûõ
ñõåì äëß ðåøåíèß êðàåâûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè îïðåäåëåííóþ ïðîáëåìó
ïðåäñòàâëßåò ñîáîé âûáîð ôóíêöèè ïëîòíîñòè óçëîâ f(x). Åùå îäèí íåäîñòàòîê ïå-
ðå÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ñâßçàí ñ òðóäíîñòßìè àâòîìàòèçàöèè
è ðàñïàðàëëåëèâàíèß ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷èñëåííûõ ñõåì.
Ïðåîäîëåòü óêàçàííûå íåäîñòàòêè ïîçâîëßåò ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå
[3] è ïîäðàçóìåâàþùèé èñïîëüçîâàíèå ñòîõàñòè÷åñêèõ íåéðîñåòåâûõ ìîäåëåé ñàìîîð-
ãàíèçàöèè, òàêèõ êàê ñàìîîðãàíèçóþùèåñß êàðòû Ò.Êîõîíåíà (Self-Organizing Maps
 SOM), ðàñòóùèé íåéðîííûé ãàç (Growing Neural Gas  GNG), ðàñòóùèå êëåòî÷íûå
ñòðóêòóðû (Growing Cell Structures  GCS) [4]. Îäíàêî è ýòè àëãîðèòìû èíäóöèðóþò
ðßä ïðîáëåì ïðè èõ ðåàëèçàöèè è èññëåäîâàíèè.
Îïðåäåëåííóþ òðóäíîñòü ïðåäñòàâëßåò ñîáîé àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå ñòîõà-
ñòè÷åñêèõ íåéðîñåòåâûõ ìîäåëåé. Â äàííîé ðàáîòå ïðîâåäåí àíàëèç âîçìîæíîñòåé
òàêîãî îïèñàíèß äëß ïðîñòåéøèõ àëãîðèòìîâ òèïà SOM. Â ÷àñòíîñòè, ïðåäñòàâëåí
ðàçðàáîòàííûé íàìè ðàáîòå [4] ¾ðåêóððåíòíûé¿ ïîäõîä ê àíàëèòè÷åñêîìó îïèñàíèþ
óñðåäíåííûõ ¾íàèáîëåå âåðîßòíûõ¿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ïîëîæåíèé óçëîâ äëß ïðîñòåé-
øåé âåðñèè ýòîãî àëãîðèòìà (èñïîëüçóþòñß óïðîùåíèß èç ìîíîãðàôèè Ò.Êîõîíåíà
1
[5]). Êðîìå òîãî, â äàííîé ðàáîòå îáñóæäàþòñß âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèß àíàëèòè÷å-
ñêèõ ðåêóððåíòíûõ ïîäõîäîâ äëß îïèñàíèß ßâëåíèß óïîðßäî÷åíèß óçëîâ â îäíîìåð-
íîì ñëó÷àå.
1. Îñíîâíîé äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèé àëãîðèòì. Îïèøåì ïîñòàíîâêó
çàäà÷è [3, 5]. Â ôèçè÷åñêîé îáëàñòè X (èëè íà åå ïîâåðõíîñòè GX , èëè íà íåêîòîðîé
êðèâîé Γ) òðåáóåòñß ïîñòðîèòü ñåòêóX(M) = {x1, . . . ,xM}, ðàñïðåäåëåíèå óçëîâ êîòî-
ðîé ñîîòâåòñòâóåò çàäàííîé ïëîòíîñòè f(x), x ∈ RdX . Ñòðóêòóðà ýòîé ñåòêè (ïîðßäîê
è ñòðóêòóðà ðàñïîëîæåíèß óçëîâ) çàäàåòñß êàðòîé Q(M) = {q1, . . . ,qM} è ñèñòåìîé
íåéðîíîâ E(M) = {e1, . . . , eM} (ãäå ei = (qi,xi)), îïðåäåëßþùèõ ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
ñåòêàìè X(M) è Q(M).
Ïðèáëèæåíèå íåéðîíîâ îñóùåñòâëßåòñß ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû ñàìîîáó÷åíèß,
ïðåäñòàâëßþùåé ñîáîé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, îñíîâàííûé íà ïîñëåäîâàòåëüíîì
ôîðìèðîâàíèè îáó÷àþùåãî ìíîæåñòâà Ξ(T ) = {ξ0(1), . . . , ξ0(T )} â âèäå âûáîðêè
èç âåðîßòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèß ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ, èìåþùåãî ïëîòíîñòü f(x);
çäåñü T  êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, à ξ0(t) ∈ X (èëè ξ0(t) ∈ GX ; t = 1, . . . , T ). Êðîìå
òîãî, ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ îáó÷åíèß θqj(t,qi) ∈ [0, 1) íà êàæäîì
øàãå èòåðàöèè óñòàíàâëèâàþòñß ëàòåðàëüíûå ñâßçè ìåæäó íåéðîíàìè ei è ej. Â ðå-
çóëüòàòå ïîëó÷àåòñß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåòîê X(M)(t) = {x1(t), . . . ,xM(t)}; ïðè ýòîì
òðåáóåòñß âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèß
X(M) ≈ X˜(M) = lim
t→∞
X(M)(t) ≈ X(M)(T ). (1)
Çíàêè ïðèáëèæåííûõ ðàâåíñòâ â ñîîòíîøåíèè (1) îçíà÷àþò íå òîëüêî ìà-
ëîñòü ðàññòîßíèé ρ(xi(∞),xi), ρ(xi(∞),xi(T )) è ρ(xi(T ),xi), ãäå ρ(x,y) =√
(x(1) − y(1))2 + . . .+ (x(d) − y(d))2, x = (x(1), . . . , x(d)), y = (y(1), . . . , y(d)), íî è âîñ-
ïðîèçâåäåíèå (ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ) òðåáóåìûõ ñâîéñòâ ñåòêè X(M) (íàïðèìåð,
ñâîéñòâ ïðßìîóãîëüíîñòè, îòñóòñòâèß ãðàíè÷íîãî ýôôåêòà è äð.) ïðè ðåàëèçàöèè
ñëåäóþùåãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà.
ÎÑÍÎÂÍÎÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ [3, 5]. 1. Óñòàíàâëèâàþòñß íà÷àëüíûå ïîëîæåíèß
óçëîâ ñåòêè X(M)(0) = {x1(0), . . . ,xM(0)}.
2. Íà êàæäîé èòåðàöèè ñ íîìåðîì t = 1, . . . , T âûïîëíßþòñß ñëåäóþùèå äåé-
ñòâèß:
à) âûáèðàåòñß î÷åðåäíîé ýëåìåíò ξ0(t) âûáîðêè Ξ
(T );
á) âû÷èñëßþòñß ðàññòîßíèß ρ(ξ0(t),xi(t − 1)) îò òî÷êè ξ0(t) äî âñåõ óçëîâ
xi(t−1) è âûáèðàåòñß áëèæàéøèé ê ξ0(t) óçåë xm(t−1) â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì:
m = argmini=1,...,M ρ (ξ0(t),xi(t− 1)); òàêîé óçåë xm(t−1) íàçûâàþò ïîáåäèòåëåì.
â) ïðîâîäèòñß êîððåêòèðîâêà ïîëîæåíèé âñåõ óçëîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîð-
ìóëîé:
xi(t) = xi(t− 1) + θqm(t,qi) (ξ0(t)− xi(t− 1)) (2)
äëß âñåõ i = 1, . . . ,M .
Íà êàæäîé èòåðàöèè àëãîðèòìà óçëû ñåòêè ñäâèãàþòñß ê ñëó÷àéíîé òî÷êå
ξ0(t). Ïîýòîìó â ìåñòàõ âûñîêîé êîíöåíòðàöèè ýëåìåíòîâ âûáîðêè ïîñòåïåííî ñêàï-
ëèâàåòñß âñå áîëüøå óçëîâ, çà ñ÷åò ÷åãî äîñòèãàþòñß ñãóùåíèß ñåòêè. Â ðàáîòå [3]
ïîêàçàíî, ÷òî ïðè T →∞ îñíîâíîé àëãîðèòì îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå àíàëîãà ïðèí-
öèïà ýêâèðàñïðåäåëåíèß, ò. å. ïîëó÷åíèå òðåáóåìîé ïëîòíîñòè ñåòêè, îïðåäåëßåìîé
ôóíêöèåé f(x).
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2. Ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû äëß íàèáîëåå âåðîßòíûõ ñðåäíèõ ïîëîæå-
íèé óçëîâ. Â ðàáîòå [5] Ò.Êîõîíåíîì áûëà ïðåäïðèíßòà ïîïûòêà àíàëèòè÷åñêîãî
îïèñàíèß ïîëîæåíèé óçëîâ ïðè èòåðàöèßõ îñíîâíîãî àëãîðèòìà. Ðàññóæäåíèß ïðî-
âîäèëèñü ïðè ñëåäóþùèõ óïðîùàþùèõ ïðåäïîëîæåíèßõ:
 îäíîìåðíûé ñëó÷àé: [a, b] = [0, 1], óïðîùåííûé âèä êîýôôèöèåíòà îáó÷åíèß:
θqm(t,qi) ≡ θ(t) äëß i ∈ {max(1,m− 1),m,min(M,m+ 1)} è θqm(t,qi) = 0 èíà÷å,
(3)
 ïðåäïîëîæåíèå îá óïîðßäî÷åííîñòè íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèß óçëîâ, òî
åñòü âûïîëíåíî
−∞ < a ≤ x1(0) ≤ x2(0) ≤ . . . ≤ xM(0) ≤ b ≤ ∞, (4)
 ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå äëß ¾óçëîâ ïðèòßæåíèß¿,
 çàìåíà óñëîâíûõ çíà÷åíèé íà ¾óñðåäíåííûå íàèáîëåå âåðîßòíûå¿.
Íà îñíîâå ýòèõ óïðîùåíèé è ïåðåõîäà ê ¾íåïðåðûâíîìó¿ ñëó÷àþ Ò.Êîõîíåíó
óäàëîñü ïîëó÷èòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëß óñðåäíåííûõ íàèáî-
ëåå âåðîßòíûõ ïîëîæåíèé óçëîâ ñåòêè. Â ðàáîòå [5] ñôîðìóëèðîâàíû ñîîáðàæåíèß
î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèß ýòîé ñèñòåìû, îäíàêî àíàëèòè÷åñêèõ
ñîîòíîøåíèé äëß ðåøåíèß ñèñòåìû ïîëó÷èòü íå óäàëîñü.
Â ðàáîòå [4] íàìè áûë ïðîâåäåí êðèòè÷åñêèé àíàëèç ôîðìàëèçìà Ò.Êîõîíåíà
è îòìå÷åíî, ÷òî âìåñòî ïåðåõîäà ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèßì öåëåñîîáðàçíî
îñóùåñòâèòü íåïîñðåäñòâåííîå óñðåäíåíèå ñîîòíîøåíèß (2):
E(t)xi(t) = E(t−1)xi(t− 1) + E(t−1,ξ(t))θqm(t,qi) (ξ(t)− xi(t− 1)) ;
çäåñü èíäåêñ ¾(t−1)¿ îçíà÷àåò âçßòèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèß ïî ðàñïðåäåëåíèþ
íàáîðà ñåòîê {X(M)(0), X(M)(1), . . . , X(M)(t−1)}; äîáàâëåíèå ξ(t) â ýòîì èíäåêñå îçíà-
÷àåò äîïîëíèòåëüíîå óñðåäíåíèå ïî ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïëîòíîñòüþ f(x) íà t-îì øàãå
àëãîðèòìà. Äàëåå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñôîðìóëèðîâàííûå âûøå óïðîùåíèß è ìîæíî
ïîëó÷èòü òî÷íûå çíà÷åíèß óñðåäíåííûõ íàèáîëåå âåðîßòíûõ ïîëîæåíèé óçëîâ äëß
t = 1, 2, . . .:








i (t− 1), (5)
ãäå P (ξ)i (t − 1) = s(+)i (t − 1) − s(−)i (t − 1), E(ξ)i (t − 1) = (s(+)i (t − 1) + s(−)i (t − 1))/2, à
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Ïîäòâåðæäåíèåì òî÷íîñòè ïîëó÷åííûõ óñðåäíåííûõ çíà÷åíèé ïîëîæåíèé óç-
ëîâ ßâèëèñü ïðîâåäåííûå íàìè â ðàáîòå [4] ðàñ÷åòû ïî ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî. Â ðàáîòå
[4] òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà èñïûòàíèé n ïðîßâëßåòñß ñõîäèìîñòü
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ìîíòåêàðëîâñêèõ ïðèáëèæåíèé ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé (5) äëß àëãîðèòìà ñî ñêî-
ðîñòüþ ïîðßäêà H/
√
n. Ýòî îáñòîßòåëüñòâî ßâëßåòñß ÷èñëåííûì ïîäòâåðæäåíèåì
ïðàâèëüíîñòè ñîîòíîøåíèé (5). Êðîìå òîãî, â ðàáîòå [4] áûëî ïðîâåäåíî èññëåäî-
âàíèå äèñïåðñèé ïîëîæåíèé óçëîâ, êîòîðûå (ïî àíàëîãèè ñ ñîîòíîøåíèßìè (5)) ìî-
ãóò áûòü âû÷èñëåíû àíàëèòè÷åñêè. Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå ¾ðåêóððåòíîãî¿
ïîäõîäà (5) ïîçâîëßåò ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèß, ßâëßþùèåñß îñíîâîé ñîäåðæàòåëüíûõ
àíàëèòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé îñíîâíîãî àëãîðèòìà, çàìåíßþùèõ ìíîãî÷èñëåííûå ðå-
àëèçàöèè ýòîãî àëãîðèòìà ñ ïîñëåäóþùèì óñðåäíåíèåì ïîëîæåíèé óçëîâ.
3. Èçó÷åíèå ýôôåêòà óïîðßäî÷åíèß óçëîâ. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ðåêóð-
ðåíòíîãî àíàëèòè÷åñêîãî ïîäõîäà èç [4] ìîæåò áûòü ñâßçàíî, â òîì ÷èñëå, ñî ñíßòè-
åì óïðîùåíèé Ò.Êîõîíåíà, ïåðå÷èñëåííûõ â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Â ÷àñòíîñòè, äëß
ïðåîäîëåíèß ò. í. ¾ãðàíè÷íîãî ýôôåêòà¿ (êîãäà àäàïòèâíàß ñåòêà, ðåàëèçóåìàß ñ ïî-
ìîùüþ îñíîâíîãî àëãîðèòìà, ðàñòßãèâàßñü ïî ôèçè÷åñêîé îáëàñòè, íå äîñòèãàåò åå
ãðàíèö) öåëåñîîáðàçíî âûáèðàòü êîýôôèöèåíò îáó÷åíèß áîëåå ñëîæíîãî (ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ ñîîòíîøåíèåì (3)) âèäà [3]. Ïðè ýòîì â ðåêóððåíòíûõ ôîðìóëàõ âèäà (5)
ïðàâûå ÷àñòè ñòàíîâßòñß áîëåå ãðîìîçäêèìè (âêëþ÷àþùèìè ñóììû ïî âñåì óçëàì,
à íå òîëüêî ïî ñîñåäíèì), îñòàâàßñü, òåì íå ìåíåå, âïîëíå ïðèãîäíûìè äëß ðàñ÷åòîâ.
Áîëåå ñóùåñòâåííûìè ìîãóò áûòü òðóäíîñòè ïîñòðîåíèß àíàëèòè÷åñêèõ ôîð-
ìóë äëß ñëó÷àß, êîãäà íå âûïîëíßåòñß ïðåäïîëîæåíèå (4). Â êíèãå [5] ñôîðìóëèðî-
âàíî (áåç äîêàçàòåëüñòâà) óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî äëß θ(t) ≡ const ïðè ëþáîì íà-
÷àëüíîì ïîëîæåíèè óçëîâ ïðîèñõîäèò óïîðßäî÷åíèå çíà÷åíèé {〈xi(t)〉; i = 1, . . . ,M}.
Ýòîò ôàêò, ïî-âèäèìîìó, ìîæíî äîêàçàòü èíäóêöèåé ïî M , âûïèñûâàß àíàëîãè ñî-
îòíîøåíèß (5). Íà äàííûé ìîìåíò ýòîò ôàêò ïðîâåðåí ëèøü ÷èñëåííî, ïðè÷åì çàìå-
÷åíî, ÷òî óïîðßäî÷åíèå ïðîèñõîäèò òåì áûñòðåå, ÷åì áëèæå êîíñòàíòà θ ê åäèíèöå.
Îïðåäåëåííàß ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðàêòè÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå îïè-
ñàííîãî âûøå îñíîâíîãî àëãîðèòìà ïðåäïîëàãàåò ðåàëèçàöèþ ¾óìåðåííîãî¿ ÷èñëà
èòåðàöèé T , à äëß ñõîäèìîñòè ýòèõ èòåðàöèé òðåáóåòñß ñòðåìëåíèå ôóíêöèè θ(t) ê
íóëþ. Ëåãêî óáåäèòüñß â òîì, ÷òî åñëè ýòî ñòðåìëåíèå ê íóëþ ñëèøêîì áûñòðîå,
òî óïîðßäî÷åíèß óçëîâ íå ïðîèñõîäèò. Òàêèì îáðàçîì, ïðàâèëüíûé ïîäáîð êîýô-
ôèöèåíòà îáó÷åíèß θqm(t,qi), îáåñïå÷èâàþùåãî îäíîâðåìåííî óïîðßäî÷åíèå óçëîâ è
ñõîäèìîñòü àëãîðèòìà, ßâëßåòñß äîñòàòî÷íî íåïðîñòîé çàäà÷åé [3].
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêòû 090100035,
100100040, 110112030).
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